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ON　CONVEX　UNIVALENT　FUNCT工ONS
　　－ABS［1］RAC［1）－　　　　　　　　　　　　　　　T。CH工BA
　　Le七　F　deno七e　七he　class　of　fune七ions　which　are
regu］．ar　and　convex．for　lzl〈　1　and　are　normalized
by　f（O）＝O　and　f’（0）＝1．　T．Basg8zes　J．L．Frank　and
F．R．Keogh　［1］　showed　七he　solu七ion　of　七he　problem
of　de七erming　necessary　and　sufficien七　condi七ionB
on　complex　numbers　7．　g　A　　under　which　for　aコユ
f（Z）＝Z＋Σ二　ae，　zM∈F，　λZ＋♪5　aユzi　is　convex　and
　　　　　　　　　a　　　　　　　　　　　　｝・く・・＋N・．z只・（・）・
On　七he　basis　of　七hose　ideas　we　consider　七he
condi七ions　of　complex　numbers　λ，P．under　which
　t）L．　Z＋｝直a帆が　is　convex　and
　　　　　　　　　　　去・く・・＋F・ムf（・）・
Theorem　s　gives　七1｝e　necessary　condi七ions　forλgμ●
In　§．5　we　discuss　七he　sufficiency　of　Cし，F　which
is　described　by　Theorem　5．　However，in　general　t　i七
is　difficul七　七〇　consider　七hem　for　aユ1　f（z）∈F，and
n∈UKsbecause　it　needs　the　explici七　solu七ions　of
七he　algebraic　equa七ions　of　degree　ロ．　Bu七　in　Theorem　5
for　each　odd　nurnber　nswe　sh◎w　a　resu1七●　Fur七herrnore　t
田heorem　6　shows　七ha七　if　n　is　oddg七he　condi七ions　of
OC・ト・hi・h・・．　hav・・b七・i・d　in　The°「em　5　is　necessa「y
and　sufficien七　wi七h　respec七　七〇　七he　represen七a七ive
・・nv・x・・…i・n・（・）・一缶．
［1］　T●Basg6ze，　」．L．Frank　and　F・R。Keoghg　On　convex
　　　　　　　　　　uni▽alen七　func七ions　t　Can・　」．Ma七h．22　（lg70）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　T．σH工BA
　　　　　　　　　　　　§．l　　In七roduc七ion
　　Le七　F　deno七e　七he　class　of　func七ions　which　are　regular
and　convex　for　lzlく　i　　and　are　noでmalized　by
　　　　　　　　　f（O）＝0，　f’（0）＝1●
［D．Basgδze，　」．L．1，　rank　and　F．R．Keogh　［11　showed七he
solu七i。n　of七he　problem。f　de七eming　necessary　and
sufficien七c・nd．i七i。ns。n　c。mplex　numbers　1，P　under
which，　for　aユ1　　f（z）＝　z＋工a眺　z“∈F，
λz＋潜a。z乳is　c・nvex　and
　　　　　　　　　　　　　告・〈・・耕・．・’く・（・）．
　　On　七he　basis　of　七hose　ideas　we　consider七he　condi七ions
of　complex　numbers　λ，卦　　under　which
λz†Faへz”L　is　convex　and
　　　　　　　　　　　　去・｛・・ザ・．以・（・）．
　　｛｝．2　Su．ppose　that　f（z）　and　g（z）　are　regular　for　　lzlく1，
f（z）is　univalen七，　and　g（z）is　sub。rdina七e　to　f（z），
that　is，
　　　　　　　　　g（0）＝f（0）＝O，　g（　」zlく：L）（f（　lzlく1）・
一2一
We　shall　then　wri七e
　　　　　　　　　　　　　　　　9（z）くf（z）・
　　1i　or　all　　w　＝　f（z）∈F，i七　is　known　七ha七　f（lzk　l）
c　　ｫd?Cxgf－｝T．二。i；：三・：1：1，、。，℃、〕，．、，）．
The　purpose　of　七his　no七e　is　七〇　consider　七he　condi七ions
・fc・mplexnumb・rs　X，Bund・rwhich，　f。r　aU　f（・）∈F・
λZサa馬Z帆iS　C。nvex　and
　　　　　　　　　　　㈹≧・く…N・．・’4f（・）・
　　The　solu七ion　for　　n＝2　　was　showed　by　T．Basgδze，
J．L．Fエ・ank　and　F．R．Keogh［11　．
エn七his　case七he　rela七iQnbe七ween　X・M　is
　　　　　　　　　　7耕＋｝　，o≦潜≦老一・
　　〔Pheorem　1．　　If　七he　lef七一hand　re：La七ion　in　（藤）　is
・a七i・fi・df。rall　f（・）・z＋Za．z“e　F，七hen
　　　　　　　　　　　　　　　　l・1≧き．a
P・。・f．G・n・rally　g（・）くf（・）i・plies　lg’（。）園f’（0）1
（see，for　example，　［う］　P・228）．　　　　　　　　　　　　　　Q・E．D・
By・・n・id・・i・9λδ゜z・メ♂e　a．　・’L，i七is　e・・ily　see・
七ha七　we　may　suplpose　wi七h　no　eff6ctive　loss　of　露enerali七y
七ha七　「N　is　real　and　posi七ive●　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
　　①heorem　2．　　The　func七ion　　z十c　z“　is　convex　if
　　　　　　　　　　　　　　．　　1
and　only　if　　、O、≦　「瀞　　．
　　Proof．　　For　all　　f（z）∈F，　i七　is　known　七ha七　七he
functi。n　zf’i ）is　starlike　for　SZI〈1［4’〕．
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エfz＋cz“（F・七h・n・f’i ）・z・　n・・．・n，thi・i。pli，。
　　　　　　　　　・・n…≦・・i・e・・1・1≦き【m．
・。nv・・se・y・if　l・1≦一き，・h・・
　　　　　1・・（z一瑠）1≦1・柵1・・（n占・）1：rg．ft2：iz’，’1・一，k・・
so　七ha七　　zヤc　が　is　convex．　　　　　　　　　　　　　　　Q．E．D．
。nlhe°「el　l乏。エ1ご照｝芝（；ll）1・潔夙♂’s　c°nvex
　　　　　　　　　　　ぢξ（醜藩（n＝、，，，．…）．
　　P・。・f・エfX・＋”…“isc。・v・xf。・aユlf（・）∈F，
・h・n・・i七h・（・）一曇、・・・……・，
b・Th・…m2・・mu・・h・v・illi≦蓋．，・．e．，
　　　　　　　　　　　　　　　　IN　1≦÷λ　…一・…・・（1）．
lll。：’n毅脚1．1黎；f、ま1°n　lzl　＝エ’s七hen　x“IMt；
　　　　　　　　　　き　≦λ一いい……（2）．
With七h・sa・e　f（・），　if・C・ザ以f（・），　th・・，
f。rallreal　x，－1〈xく1，　wehave　　　　　　　　　－÷ぐXx＋Reメ・x“，
and　allowinPt　x→－1　，
　　　　　　　　　λ一去・（　　ヘー1）R・M………（5）．　’
エf・・p・・i－e・・（≧・），鶴a・ib（。，b・・M），
七hen　from（5）we　have
　　　　　　　　　　　　（－1ナ・≧V，i．e．，a2≧9－・一一一（4）・
And　from　（2）　we　have
　　　　　　　　　　　　　ず≧5・b亀一…一（5）．
Ir。・（り，（5）…　b七・i・b。0，V．（－1㍉．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－di　一
田his　implies
　　　　　　　　　　　a＝（－1）～90r
　　　　　　　　　　A・（一iS（・。去）．
F・・七h・rf・。・（一・）》・λ一一ir≧・，（．1）㌻・1川，
we　ge七by（1）
　　　　　　　　　（・・か≦蓋．｛（一・レ÷い・e・，
　　　　　　　　　　・≦（一・施≦油）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q．E。D．
　　Theorem　4．　　If　abou七　λ，　，｝A　，　七he　condi七ion＄
　　　　　　　　　　　N・（－1ヂ（x一き），
　　　　　　　　　　　　o≦（－1か≦32y7；｛Lrs（n　i）
・…a七i・fi・d，七h・n　X・ザへ・“i・c。nv・x・
Proof．　　　SUPPOse　tha七
　　　　　　　　　　　　　　　　　（．、鍔峯レ蓋・・
F・。・（－1か・1川，1・．1≦1〔4〕，・・g・七
　　　　　　　　　　　　　騰・蓋・．
and　we　ob七ain
　　　　　　　　　　　　（一・）与〉、（。・…、）・
This　is　a　con七radic七ion●
And　from　Theorem　2，　七he　proof　is　comple七ed．　　　　　　Q．E．D．
　　§．5　　〔Phe　purpose　of　the　rernainder　of　七his　n◎七e　is
七〇　consider　七he　rela七ionsl　of　　f（z）《三F，　V帆（z，f），U凧（z，f），
whereぬ（z，f）and阪（z，f）are　defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－5一
　　　　　　・．（・，・）…t（一・r（・一告）…～
　　　　　　・．（・，・）・｛9・2謁）1・・藩・．…
For　　n＝2　，　the　rela七ion
　　　　　　　　　Va（z，f）・ぐ　Uユ（z，f）くf（z）
is　known［1】．
　　　Bu七　in　rveneral　it　is　difficu1七　七〇　consider　them
for　all　f（z）∈F　and　　nく…1N，　because　i七　needs　七he　explici七
　so〕．u七ions　of　the　algebraic　equa七ions　of　depree　n●
Bu七　for　each　odd　number’n，　we　rでe七　next　七heoremg
　　！l！heorem　5。　　For　all　f（z）∈F，and　odd　number　n　g
we　9。七．@th。　r。1。．七i。n
　　　　　　　　　　　Unt（z，f）圃くV”L（z，f），
・・par七i・U・ar，・・r　X≦き・・xl・（・）、・÷，
　　　　　　U、’（・，f）風V．（・，f）くf（・），（・・2・・1，・・1，2，…・…）．
　　Proof．　　By　［eheorem　2，V．（zgf）　and　U帆（z，f）　are　convex・
Fur七hermore　since
　　　　　÷齋1・・（…）1・瞭臥（…）1・fFt”ご1賊
we　bave
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　U帆（lztく　1，f）（V、（12｝1＜lgf）9
and　we　can　wrl七e
　　　　　　　　　　　　　U儀，（z，f）　4くV帆（z，f）●
Since　　la帆1≦1　（see，for　example，　4　　P●う07）　9　？re　Fe七
＿n、，緊1撫）1、；壕臆、獣。：㌔；，去’
　　　　　　　　　　　　V爪（tz、く1，f）　（　f（lz、〈　1）9
tha七is，　V爪（・，f）くf（・）・Thu・七he　Th・。r・m　is　pr。v・d．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q。E．D．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－6一
Th・。・・m　6ほ・七f（・）・「缶f・・1・t〈1・
Mhen　for　each　odd　number　n，we　ge七　七he　rela七ion
　　　　　　　　　　　　Ur（Zgf）〈　VM（z，f）〈　f（z）　．
　　Pr。。f・工七is　well　kn。wn　that禍f（z）∈F，and　it　maps
l・1・・・・…h・・h・・f－P・…R・w＞一｝・
Fur七hermore　considerinR
　　　　　　　　　　V．（・，・）・｝，V．（一・，f）・一去，τ爾）・・．（・，f），
and　univalency　and　convexi七y　of　VN（z，f），we　ge七
　　　　　　　　　　　　　　　v。（・，f）くf（・）・
Gombining［Pheorem　59　七he七heore皿is　proved．　　　　Q．E．D．
　　In　conclusion　we　remark七ha七frorn　Theorem　s　and
The・rern　6・necessary　and　sufficien七c。ndi七i。ns。nλ・M
is
　　　　メ・（－IS（λi告）・o≦（－1）伊≦一油
・i七h・espec七七。　f（・）・孟。…d。dd・umb・…
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